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Aufgabe 1 Neuronale Netze

Gegeben sei folgendes Neuronales Netz mit der Identitit als Aktivierungsfunktion, d.h. g(x) = x.

W,,=03 W,,=-03
W,; =—0.1 W,,=-0.8

w,; =02 W;,=-04
Wy,h =0.7 Wh,b =0.2
W,;=—04 W,;, =02
w,;=—0.6 W,;,=0.6
a) Berechnen Sie die Outputs (a, b) fiir die Eingabe x = 1 und y = —1. Geben Sie auch alle relevanten Zwischenresultate an
(z.B. die Aktivierung der Zwischenknoten).
Berechnen Sie die Outputs (a, b) fiir die Eingabe x = 1 und y = —1. Geben Sie auch alle relevanten Zwischenresultate an

(z.B. die Aktivierung der Zwischenknoten).

in, =Wy X+ W, -y =0.3-140.7-(~1) = 0.4
ini = Wx,i X+ Wy,i 'y = —0.1 -1 + (_0.4) . (_1) = 0.3
inj = Wx,j X+ Wy,j Yy = 0.2-1+ (—06) . (—1) =0.8

Die angegebene Aktivierungsfunktion g(x) = x gibt die Aktivierungswerte
unverindert weiter, d.h. out, =in,.

ing = Wy outy+W,,-out;+W,,-out;
(—0.3)-(—0.4)+(—0.8)-0.3+(—0.4)- 0.8 =—0.44
Whp - outy, + W, p, - out; + W; y, - out;

= 02:(—0.4)+0.2:0.3+0.6-0.8=0.46

inb

Die Ausgabewerte bleiben wiederum unveréndert.
b) Nehmen Sie nun an, dass das Netzwerk fiir obigen Input (x,y) = (1,—1) die Ausgabe (a,b) = (—0.2,0.9) liefern soll.
Die Lernrate sei a = 0.5.

Nehmen Sie nun an, dass das Netzwerk fiir obigen Input (x,y) = (1,—1) die Ausgabe (a, b) = (—0.2,0.9) liefern soll.
Die Lernrate sei a = 0.5.




1. Berechnen Sie die Fehlerterme A, und A

glx)=1
A, =Err,-g'(in,) = (=0.2 — (=0.44)) - 1 = 0.24
A, =Err,-g'(iny) =(0.9—0.46)-1=0.44

2. Berechnen Sie die Fehlerrate Ay,

Ah = Wh,a . Aa . g/(inh) + Wh,b . Ab . g’(inh)
=(—0.3)-0.24+0.2-0.44 =—0.072+0.088 = 0.016

3. Berechnen Sie die Gewichtsénderung fiir das Gewicht W, ,

Wi & Wyo +a- A, -outy, =—0.3+0.5-0.24- (—0.4) = —0.348

Diese wiirde beim gleichen Eingangsbeispiel das Ausgangssignal
out,(=ing) um (—0.348-—0.4) —(—0.3-—0.4) = 0.1392—0.12 =
0.0192 zum gewiinschten Signal —0.2 verschieben.

¢) Angenommen, Sie konnen den Hidden Layer dieses Netzes beliebig vergrolern. Welche Art von Funktionen konnten Sie
dann in den Outputs a und b zumindest lernen? Was éndert sich, wenn beliebige Aktivierungsfunktionen verwendet werden
konnen?

Angenommen, Sie konnen den Hidden Layer dieses Netzes beliebig vergrolern. Welche Art von Funktionen konnten Sie
dann in den Outputs a und b zumindest lernen? Was dndert sich, wenn beliebige Aktivierungsfunktionen verwendet werden
konnen?

Mit der Identitit als Aktivierungsfunktion stellt jedes Neuron eine Linearkombination ihrer Eingaben dar. Da Linearkom-
binationen von Linearkombinationen wiederum Linearkombinationen sind, konnen im ersten Fall nur lineare Funktionen
gelernt werden. Ist jede beliebige Aktivierungsfunktion erlaubt, konnen alle stetigen Funktionen gelernt werden.

Aufgabe 2 Logische Funktionen

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils ein neuronales Netz an (Struktur, Vernetzung und Gewichte), welches die Funktion
umsetzt. Gehen Sie dabei von einem neuronalen Netz mit der Schwellwertfunktion g(x) = 1 fiir x > 0 und sonst g(x) = 0, und
den Eingangs- und Ausgangssignalen O und 1 fiir logisch false und true aus. Geben Sie auch jeweils die Wahrheitstabellen mit den
Eingangssignalen jedes einzelnen Neurons an (vor Anwendung der Schwellwertfunktion).

Es gibt jeweils verschiedene Losungen. Versuchen Sie eine moglichst kompakte Losung zu finden, d.h., ein Netzwerk mit mog-
lichst wenigen Neuronen und Layern.

a) xANDy

b) xORy

¢) (xORy)ANDz
d) xXORy

a) xANDy

Wir nutzen hierfiir aus, dass Neuronen im Prinzip nichts anderes machen als zu addieren. Damit x AND y wabhr ist, muss die
Summe von x und y 2 sein. Bei jeder anderen Kombination wire die Summe hochstens 1. Um den Schwellwert demnach
z.B. auf 1 statt O zu setzen (jeder Schwellwert 1 < t < 2 wire fiir AND moglich) benutzen wir einen Bias-Eingang (Eingang
mit konstant Signal 1) und setzen das Gewicht auf das Negative des Schwellwerts, also —t.

Das resultierende Netzwerk sieht folgendermallen aus:




Wir tiberpriifen die Korrektheit des Netwerkes anhand der Wahrheitstabelle:

x y | in, | out,

0 0| -1 0

0 1] 0 0

1 0] 0 0

11 1 1
b) xORy

Wir sehen an der Wahrheitstabelle fiir AND recht einfach, daf8 wir fiir die OR-Funktion lediglich den Schwellwert anpassen
miissen. Dieser ist nun 0, also benétigen wir auch nicht den Bias-Eingang:

1 1
x y | in, | out,
0 0| O 0
0 1 1 1
1 0| 1 1
1 1| 2 1

¢) (xORy)AND¢z

Diese Funktion konnen wir anhand einfacher Verkettung der vorherigen Netwerke erhalten:

Jedoch bendtigen wir hierfiir eine zusitzliche Schicht.

Um ein kompakteres neuronales Netz zu erhalten, konnen wir auf die Additionsfihigkeit zuriickgreifen und lassen das
Netzwerk auf z + %x + %y > 1 testen:




Die Wahrheitstabelle bestitigt die korrekte Funktionsweise:

x y =z | in, | out,
0 0 0| -1 0
0 0 1 0 0
0 1 0]-05 0
0 1 1/]05 1
1 0 0]-05 0
1 0 1{05 1
1 1 0| O 0
1 1 1 1 1
d) xXORy

Die XOR-Funktion ldsst sich ohne Hidden Layer mit einem normalen Netzwerk nicht erlernen oder berechnen. Der Grund ist,
daB sich keine lineare Trennebene zwischen positiven und negativen Beispielen finden ldsst. Anders ausgedriickt, x XOR y
lasst sich nicht als Summe von x und y und Schwellwert t angeben, d.h. x +y > t.

Wir bendtigen demnach ein Hidden Layer zwischen Eingangs- und Ausgangsschicht. Das im Folgenden gewihlte Modell
entspricht der Auflssung x XOR y = (x AND—y)OR(—~xAND y):

B

Die Wahrheitstabelle ist nun:

x y |in, in; | out, out; |in, | out,
0 o O 0 0 0 0 0
0 1 -1 1 0 1 1 1
1 0 1 -1 1 0 1 1
1 1|0 0 0 0 0 0

Aufgabe 3 Reinforcement Learning

1. Laut Aufgabenstellung erhalten nur (unmittelbare) Aktionen einen Reward (1), die zur Folge haben, dass der Agent

sich daraufhin im Feld f befindet. Diese Aktionen sind im Zustand ¢ nach unten zu gehen und im Zustand e sich nach
rechts zu bewegen. Alle anderen Aktionen erhalten einen Reward von 0.
r(a,r)=0 r(b,r)=0 r(c,u)=1 r(d,0)=0 r(e,0)=0
r(a,u)=0 r(b,u)=0 r(,)=0 r(d,r)=0 r(er)=1
r(b,l):O r(e,l)=0

. Der akkumulierte erwartete Reward eines Zustandes s wird folgendermaBen berechnet: V™ (s) = Z;:ZO vk 1., wobei

die Rewards ry, den Rewards entsprechen, die man erhélt, wenn man vom Anfangszustand s aus Aktionen gemif
der Policy 7 ausfiihrt. Als Beispiel wird die Berechnung von V7 (d) dargestellt: Laut Policy bewegt sich der Agent
ausgehend von d wie folgt: - a — b — ¢ — f, wobei im Feld f keine Aktion mehr moglich ist.




Die Bewertung V™(d) ergibt sich also als:

Vi) =y°-r(d,0)+y" - r(a,r)+y* - r(b,r)+ 713 r(c,u)
=1-0+0.8-0+0.82-0+0.8%-1
=0.512

Analog berechnet man die Bewertungen der restlichen Felder:
V™(a) =0.64 VH(b)=08 | Vi (c)=1
V™(d)=0.512 | V™(e) =0.64

3. POLICYIMPROVEMENT indert die aktuelle Policy 7t fiir einen Zustand s um, indem sie die Aktion a selektiert, die
folgendes maximiert:

maxr(s,a) +y-V7(s) wobeis’ = 5(s,a)

Die aktuelle Policy 7t(e) fiir den Zustand e wiirde einen Schritt nach oben vorgeben, mit der Gesamt-Bewertung 0.64.
Fiir die anderen Aktionen ergibt sich:

links: r(e,l)+y-V™(d)=0+0.8-0.512 =0.4096
rechts: r(e,r) =1

Da die Aktion rechts im Zustand e die beste Bewertung hat, wiirde die aktuelle Policy fiir den Zustand e mit der
Anweisung 7t’(e) = r iiberschrieben werden.

4. Wir iiberlegen uns fiir jedes Feld, welches ein optimaler Weg zu f wiire. Beispielsweise wiirde fiir das Feld a der Weg
— b — ¢ — f einen optimalen Reward erzielen, genauso wie — d — e — f, namlich:

=0.64

Analog berechnet man die Bewertungen der restlichen Felder und erhilt:
V*(a)=0.64 | V*(b)=0.8 | V*(c)=1
V¥(d)=0.8 | V*(e)=1
Die optimale Q-Funktion fiir alle Zustandspaare ldsst sich nun mit den berechneten optimalen Bewertungsfunktionen
recht einfach berechnen. Wie aus der Vorlesung bekannt, gilt fiir die optimale Q-Funktion :

Q(s,a)=r(s,a) +y-V*(s)

Im Feld a erhalten wir beispielsweise :

Q(a,r)=r(a,r)+y-V*(b)=0+0.8-0.8=0.64

Q(a,u)=r(a,u)+7v-V*(d)=0+0.8-0.8=0.64

Insgesamt ergibt dies:
Q(a,r)=0.64 Q(b,r)=0.8 Qlc,u)=1 Q(d,0)=0.512 Q(e,0)=0.64
Q(a,u)=0.64 Q(b,u)=0.8 Q(c,1)=0.64 Q(d,r)=0.8 Qe,r)=1

Q(b,1)=0.512 Q(e,1) =0.64
5. Die optimale Policy wihlt in jedem Feld diejenige Aktion aus, die den hochsten akkumulierten erwarteten Reward
verspricht:

7*(s) = argmax, r(s,a) + v - V*(s")
= argmax, Q(s,a)

Mithilfe der vorigen Teilaufgaben lésst sich einfach die optimale Policy ablesen, indem man fiir jeden Zustand die
Aktion wihlt, die den hochsten Q-Wert aufweist. Insgesamt ergibt das folgende graphisch dargestellte Policy:

==
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6. Alle Werte Q(s, a) werden zunichst auf null gesetzt. Wir verwenden folgende graphische Ansicht der Q-Werte:




a Q(a,r)=0 Q(b,H)=0 b Q(b,r)=0 Q(c,1)=0 c
Q(a,u)=0 Q(b,u)=0 Q(c,u)=0
Q(d,0)=0 Q(e,0)=0 Q(f,0)=0

d Q(d,r)=0 Qle,)=0 e Qe,r)=0 Q(f, D=0 f

Wir wihlen zufillig ein Feld aus, sagen wir d. Da die beiden Aktionen o und r gleich bewertet sind, wihlen wir erneut
zufillig die Aktion r.

Nun ergibt sich der neue Wert Q(d, r) = Q(d, r)+a[r(d, r)+y-max, Q(e,a)—Q(d, r)]. Da a auf 1 gesetzt wurde,
wird der alte Wert nicht beriicksichtigt, d.h. als Update-Regel wird Q(d, r) = r(d, r) + y - max, Q(e, a) verwendet.

Dariiber hinaus sind alle Q-Werte von e auf O gesetzt, so dass Q(d, r)=0+0.8-0=0.

Im Feld e wihlen wir zufillig die Aktion r: Q(e, ) =1
Die momentanen Q-Werte sehen dann wie folgt aus:

a 0.0 0.0 b 0.0 0.0 c
0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0

d 0.0 0.0 e 1.0 0.0 f

In einer weiteren Iteration starten wir von b und wihlen die Aktion u. Es ergibt sich nun Q(b, u) =r(b,u)+vy-
max, Q(e, a). Laut unserer aktuellen Q-Funktion ist im Feld e die optimale Aktion mit 1.0 bewertet, deshalb erhalten
wir Q(b,u) =0+ 0.8-1 = 0.8. Im Feld e wird daraufhin die Aktion r gewihlt und die Q-Werte dndern sich nicht.

Ein weiterer Durchlauf sei folgenden Weg gegangen : d — e — f (wobei die Wahl der nichsten Aktion im Feld e

eindeutig war).

a 0.0 0.0 b 0.0 0.0 c
0.0 0.8 0.0
0.0 0.0 0.0

d 0.0 0.0 e 1.0 0.0 f

a 0.0 0.0 b 0.0 0.0 c
0.0 0.8 0.0
0.0 0.0 0.0
d 0.8 0.0 e 1.0 0.0 f
Weitere Durchliufe ergaben folgende Wege : ¢ = f unda - b —e — f
a 0.64 0.0 b 0.0 0.0 c
0.0 0.8 1.0
0.0 0.0 0.0
d 0.8 0.0 e 1.0 0.0 f

In weiteren Durchliufen finden keine weiteren Anderungen an den Q-Werten mehr statt. Insgesamt wurde eine
(pseudo-)optimale Policy gefunden, die unten zu sehen ist. Beachten Sie, dass die ermittelten Q-Werte nicht im-
mer optimal sein miissen. Die Konvergenz von Q-LEARNING an die optimale Q-Funktion gilt im Allgemeinen nur,
wenn jedes Zustands-Aktions Paar beliebig oft besucht wird.

adRER
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Ein Beispiel fiir Simulationssequenzen, so dass Q-LEARNING mit einer minimalen Anzahl an Updates konvergiert:
co>fe=>fboc>f,doe>fam>b—oc—f

. Analog zur Q-Funktion fiir nicht-deterministische Uberginge muss nun die Bewertungsfunktion V" (s) modifiziert
werden. Das heit, nun miissen die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ubergiinge mit Betrachtet werden. V™(s,) =
r(se,a.) +yV™(6(s., a,)) wird daher zu V™(s,) = r(s,,a,) +y 2. P(s'ls,a)V™(s")

Wir haben nun Wahrscheinlichkeiten P(s,1|s;,a;) = 0.9 und P(sgeaqlse>a;) = 0.1. Da in s4e,q keine Aktionen
mehr moglich sind kdnnen wir von V7 (s4.,q) = O ausgehen. Somit vereinfacht sicht in diesem Fall die Formel zu
V7(s) =r(s,a) +v-0.9-V™(5(s,, ar))

Es ergibt sich daher:

V7(a) = 0.52
V™(d)=0.37

V™(b)=0.72
V™(e)=0.52

Vi) =1




8. Daunser Reward nun vom Folgezustand abhingt, miissen wir mit r(s, a,s’) arbeiten. Somit wird die Bewertungsfunk-
tionzu V™(s) = >, P(s'ls, a)(r(s,a,s") + yV™(s"))




