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Aufgabe 1 Alltagswahrscheinlichkeiten

a)

b)

)

Da es sich um eine ideale Miinze handelt, ist jede mégliche Miinzwurf-Sequenz gleich wahrscheinlich, und zwar (0.5)'°.
Von allen moglichen 10-er Sequenzen existiert nur eine, in der zehnmal Kopf geworfen wird. Fiir das Ereignis 5-mal Kopf
und 5-mal Zahl gibt es offensichtlich mehr als eine Moglichkeit und ist somit klar wahrscheinlicher. Alice wird die Wette
gewinnen.

Es ist hier zu beachten, dass die Wahrscheinlichkeit, dass im nachsten Wurf Zahl fillt 0.5 ist. Das Ereignis wird weder wahr-
scheinlicher noch unwahrscheinlicher, wenn zuvor bereits 9-mal die Zahl geworfen wurde (siehe auch ,,Gambler’s fallacy*).
Aus a) wissen wir, dass Bob seinen Einsatz x sicher verlieren wird, falls er die zweite Wette verneint. Nimmt er die Wet-
te an, verliert er zu 50% nichts und zu 50% verdoppelt sich der Verlust zu 2x. Das bedeutet fiir den Erwartungswert
Ewetrea(Verlust) = x. Da der Erwartungswert fiir beide Moglichkeiten identisch ist, sollte Bob indifferent beziiglich der
Wahl sein (falls er risikoneutral ist).

In der Entscheidungstheorie gibt es fiir solche Fille Konzepte, die Risikofreudigkeit als Parameter in den Entscheidungs-
prozess mit heranziehen. Falls Bob risikoavers/risikoscheu ist, d.h. eine geringere risikobehaftete Entscheidung priferiert
(jedoch mit gleichem Erwartungswert) sollte er nicht auf die Zusatzwette eingehen.

In diesem Fall wiirde Bob die Wette gewinnen, da sein verstandenes Ereignis wie bei der zehnfachen Kopf Sequenz exakt
einmal unter allen moglichen Sequenzen vorkommt. Somit ist die Wahrscheinlichkeit beider Ereignisse gleich und keines
wahrscheinlicher als das andere. Beziiglich der Zusatzwette dndert sich nur, dass die Erwartungswerte der Entscheidungen
nun beide einen Gewinn anstatt einem Verlust von x entsprechen.




Aufgabe 2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

a) Wir zeigen (1) < (2) und (1) & (3).

s (e (2
P(a, b|c) = P(alc)- P(bc) & % — P(alc)- Plgz(;;;) o P(Z,(f),C) . Pz()ci) e
% = P(alc) & P(a|b,c) = P(alc)
c (e 3)
P(a, ble) = P(ale) - P(blc) & P(;l’(—fid = P(alc)- P(blc) P}()c(z;_b;;) = P(blc) & P(bla,c) = P(blc)

b) Bei (2) ist ausreichend Information vorhanden, um die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung P (e, e, h) zu rekonstru-
ieren. Wendet man den Satz von Bayes an, nimlich

P(AIB) = %
erhilt man
P(hley,e;) = P(ey, e5|h) - P(h)

pleq,es)

Fiir (1) kann ohne zusitzliche Annahmen die gemeinsame Verteilung aus den bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht rekon-
struiert werden.

Im Vergleich zu (1) fehlt bei (3) noch P(eq, e,), ist daher auch nicht moglich.

¢) Mit P(e;|h, e;) = P(eq|h) kann man folgendermassen umformen:

P(h,eq,e;) _ P(eylh,e;) - P(eq,h) _ P(ey|h) - P(ey|h) - P(h)
P(eq,e;) P(ey,e;) P(eq,e5)

P(hley,ey) =

Damit kann man aus den Angaben in (1) P(hle;,e;) bestimmen. Bei (3) fehlt noch P(e;,e;). Da man aber mittels
P(E,|H)-P(E,|H)-P(H) = P(E,, E,, H) die gemeinsame Wahrscheinlichkeitstabelle erhilt, ldsst sich daraus dann p(e;, e;)
bestimmen und somit geniigt auch (3):




Aufgabe 3 Monty-Hall-Problem

Intuitiv:

In zwei von drei Fillen wird die erste Wahl auf ein Tor mit einer Niete gefallen sein. In diesen Fillen hat der Moderator die zweite
Niete gezeigt, d.h. hinter dem dritten Tor ist sicher ein Gewinn. Im dritten Fall, in dem der Spieler zuerst den Gewinn besetzt hat,
ist das verbleibende Tor eine Niete, und er verliert beim Wechsel. Die Entscheidung das andere Tor zu nehmen hat somit eine
Gewinnwahrscheinlichkeit von %

Tabellarisch:
Kandidat wihlt Tor 1 und wechselt wenn anderes Tor geoffnet
Moderator mochte Tor 2 6ffnen Moderator mochte Tor 3 6ffnen
Fall | Tor1 Tor2 Tor3 Resultat Fall | Tor1 Tor2 Tor3 Resultat
1 A Z Z Verlust: Wechsel auf Tor 3 4 A Z Z Verlust: Wechsel auf Tor 2
2 V4 Z Gewinn: Wechsel auf Tor 2 5 V4 Z Gewinn: Wechsel auf Tor 2
3 Z V4 Gewinn: Wechsel auf Tor 3 6 Z V4 Gewinn: Wechsel auf Tor 3
Formal:

e 3Tore: A, B,C,
* je Moglichkeiten fiir jedes Tor, g (Gewinn), n (Niete)
Wir haben drei mogliche Ereignisse, die eine Wahrscheinlichkeit > 0 haben.

Ereignis TorA TorB TorC Pr(e;)

ea g n n %
eg n g n %
ec n n g %

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, daf} sich der Spieler fiir das Tor A entscheidet.

Weiters gibt es noch das Ereignis T, dass der Moderator ein Tor 6ffnet. Da sich der Spieler fiir A entschieden hat, kann der
Moderator nur Tor B oder C 6ffnen, d.h. Pr(T =A) = 0.

Die Wahrscheinlichkeit, mit der der Moderator eines der beiden anderen Tore 6ffnet, richtet sich nach den vorliegenden Ereignis-
sen:

Ereignis TorA TorB TorC Pr(T =Ble;) Pr(T =Cle;)
I

ea g n n 3 %
ep n g n 0 1
ec n n g 1 0

Nehmen wir nun an, der Moderator 6ffnet Tiir B. Was wir nun berechnen miissen, ist die Wahrscheinlichkeit, da3 Ereignis e,
vorliegt, wenn wir wissen, dass B gedffnet wurde, also Pr(e,|T = B).

1 1

Pr(T = Ble,) - Pr(e 5°3 1

pr(eT = By PRI =Ble) Prled) 35 _ 1

Pr(T =B) : 3

Analog wire

Pr(T = Ble,) - Pr(e 1-1 2

Pr(e |T = B) =PI =Blec) Prleg) _ 15 _ 2

Pr(T =B) ] 3

Der Kandidat sollte somit das andere Tor wihlen.




Aufgabe 4 Bayes’sches Netz

a)

b)

)

Gesucht ist P(W|—=D, G). Wegen der Netzstruktur ist Wohlfiihlen von Licht und Diinger abhingig, also P(WIL,D) und
Gedeihen von Wohlfiihlen, also P(GIW).

P(G,W,-D
P(W|-D,G) = P(G, W, ~D)
P(G,—D)
3 P(G,W,-D,L)+ P(G,W,—D,~L)
= P(G,W,-D,L)+P(G,W,-D,-L) + P(G,~W, D, L) + P(G,~W, -D, ~L)
0.1296

= 0.1296 +0.0512

~ 0.7168

mit Benutzung von:

P(G,W,-D,L) = P(G|W)P(W|L,~D)P(~D)P(L) =0.9-0.4-(1—0.6)- 0.6
+P(G,W,~D,~L) = P(G|W)P(W|~L,~D)P(~D)P(~L) = 0.9-0.3- (1—0.6) - (1—0.6)
= 0.0864 + 0.0432 = 0.1296
P(G,~W, D, L)+ P(G,~W,~D, L) = P(G|~-W)P(~W|L, ~D)P(L)P(~D) + P(G|-W)P(~=W|~L,~D)P(~L)P(~D)
=0.0288 + 0.0224 = 0.0512

L W D G| P(L,WD,G)

T T T T|O0.2268=P(G|W)-P(W|D,L)-P(D)-P(L)
T T T F|00252=P(—~G|W)-P(W|D,L)-P(D)-P(L)
T T F T]|0084=...

T T F F|0.0096

T F T T]|O0.0216

T F T F|O0.0864

T F F T|0.0288

T F F F|0.1152

F T T T/|o0.108

F T T F|O0.012

F T F T]|0.0432

F T F F|0.0048

F F T T|0.024

F F T F|O0.09

F F F T/|0.0224

F F F F|0.089%

Gegebene Variablenreihenfolge : D, G, L, W.
1. Iteration: Variable D wird zum Netzwerk hinzugefiigt. Da das Netzwerk bisher nur aus D besteht, findet keine Uberprii-
fung nach moglichen Eltern statt.

2. Iteration: In der zweiten Iteration wird G hinzugefiigt und iiberpriift, ob eine Kante von D nach G gelegt werden muss,
also ob eine direkter Einflu von D auf G vorliegt. Dazu wird iiberpriift, ob G unabhiingig von D ist, d.h. ob P(G|D) = P(G)
gilt. Aus der Tabelle bestimmen wir mittels Marginalization, fiir P(G) werden also alle Fille aufsummiert in denen G wahr
ist und fiir P(G|D) werden alle Fille summiert in denen G und D wabhr sind und dieser Wert wird durch die Summe der Fille
in denen nur D wabhr ist dividiert:

P(G)=0.2268 + 0.0864 + 0.0216 + 0.0288 + 0.108 + 0.0432 + +0.024 + 0.0224 = 0.5612 und

P(G|D) = P}(,((;él;) =(0.2268+0.0216+0.108+0.024)/(0.2268+0.0252+0.0216+0.0864+0.108+0.012+0.024+
0.096) = 0.634.

Da G und D somit nicht unabhingig sind (0.5612 # 0.634), kann D als Elternteil von G angesehen werden und es wird
eine Kante von D nach G gelegt.

3. Iteration: Variable L wird zum Netzwerk hinzugefiigt und es wird erneut ermittelt, welche Variablen als Elternteile in
Frage kommen: P(L|G,D) = P(L)?




P(L|G,D)~ 0.653

P(L)=0.6

Da L nicht unabhéngig von G, D ist, kann mindestens eins der beiden Variablen als Elternknoten benutzt werden.
P(L|G,D) = P(L|D)?, also 2520 = 20)o

P(L|D) =0.6 # P(L|G, D)

Die obige Uberpriifung besagt, dass L von G gegeben D nicht unabhingig ist. Es wird eine Kante von G nach L eingefiigt.
Es bleibt noch zu priifen, ob auch L von D abhingig ist.

P(L|G,D)=P(L|G)?

P(L|G) ~ 0.648 # P(L|G,D)

Es muss also auch eine Kante von D nach L eingefiigt werden.

4. Iteration: Als letzte Variable wird W zum Netzwerk hinzugefiigt. Wir iiberpriifen erneut, von welchen Variablen W ab-
hingig ist.

P(WI|L,G,D)=P(W)?

P(W|L,G,D)~0.913

P(W)=0.516 # P(W|L,G,D)

P(W|L,G,D)=P(W|L)?

P(W|L)=0.58 # P(W|L,G,D)

P(W|L,G,D)=P(W|G)?

P(W|G) ~ 0.826 # P(W|L,G, D)

P(W|L,G,D)=P(W|D)?

P(W|D)=0.62# P(W|L,G,D)

P(W|L,G,D)=P(W|L,G)?

P(W|L,G) ~0.861 # P(W|L,G,D)

P(W|L,G,D)=P(W|L,D)?

P(W|L,D)=0.7 #P(W|L,G,D)

P(W|L,G,D)=P(W|G,D)?

P(W|G,D)~ 0.88 # P(W|L,G,D)

— Von allen bisherigen Knoten im Netzwerk muss eine Kante nach W eingefiigt werden. Das gelernte Bayes’sche Netz
stellt den Worst-Case dar.

Dunger

N

Gedeihen

/

Licht

y
Wohlfthlen




Aufgabe 5 Belief Functions

a) Berechnet werden muB P(a). Wir zeigen einige, unterschiedlich effiziente Varianten:

1. Streng nach Schema: Berechnung iiber die gemeinsame Verteilung, Beriicksichtigung der Netzwerkstruktur, Aufsum-
mieren tiber alle unbekannten Variablen (merke: Alarm (a) gilt).

P(a)= > P(a,B,E,J,M)= Y. P(E)-P(B)-P(alB,E)- P(J]a)- P(M]|a)
B,E,J,.M B,E,J,M

Die Summe liuft tiber alle 2 x 2 x 2 x 2 = 16 Moglichkeiten, die Variablen B, E,J, M mit Werten zu belegen. Der
erste Term ist also

P(e)-P(b)- P(alb,e) - P(jla) - P(m|a) = 0.002 - 0.001 - 0.95 - 0.9 - 0.7 = 0.000001197

der zweite Term ist

P(e)- P(=b) - P(a|-b,e) - P(jla) - P(m|a) = 0.002 - 0.999 - 0.29 - 0.9 - 0.7 = 0.00037

der letzte Term ist

P(=e) - P(=b)- P(a|~b,—e) - P(njla) - P(~m|a) = 0.998 - 0.999 - 0.001 - 0.1 - 0.3 = 0.00002991.

2. Intelligent nach Schema: Berechnung iiber die gemeinsame Verteilung, Beriicksichtigung der Netzwerkstruktur, intel-
ligente Berechnung der Summe iiber alle unbekannten Variablen.

Die oben stehende Summe lisst sich durch Herausheben von Termen auch umformen:

Z P(E)-P(B)-P(a|B,E)-P(J|a)-P(M|a)
B,EJ,M

>3 > > P(E)- P(B)- P(alB,E)- P(J|a) - P(M]a)
J M B E

(Z P(Jla)) : (Z P(Mla)) - > > P(E)- P(B)- P(alB,E)
J M B E

Es gilt natiirlich )}, P(J|a) = P(jla) + P(—jla) = 1 und analog dazu ).,, P(M|a) = 1.

Daraus ergibt sich

P(a)= Y > P(E)- P(B)- P(alB,E) (1)

Zur Berechnung dieser Summe benotigt man nur mehr 2 X 2 = 4 Terme.

P(a)

> P(E)-P(B)- P(alB,E)
B E

P(e)-P(b)-P(alb,e)

P(—e)-P(b)-P(alb,—e)

P(e)-P(=b)-P(a|-b,e)

P(—e)-P(—b)- P(al—b,—e)

0.002-0.001-0.95+4+0.998-0.001 -0.94 4+ 0.002-0.999-0.29 + 0.998 - 0.999 - 0.001
0.00252

+ o4+ +

14

Wie in der Vorlesung gezeigt, konnte man die Berechnung durch die Definition von Faktoren in der Praxis noch weiter
optimieren.




3. Mit Uberlegen: Auf die Gleichung (1) kann man auch sofort kommen, wenn man ein bifichen iiberlegt.

Es gilt natiirlich

P(a,B,E)=P(a|B,E)-P(B,E)

und da wir aus der Netzwerkstruktur ablesen konnen, da3 B und E unabhéngig sind, gilt

P(B,E)=P(B)- P(E),

woraus (1) folgt.




P
P

a,
J

T ;). Zur Berechnung von

b) Zu berechnen ist nun P(alj) =

P(a,j)= Z P(E)-P(B)-P(a|B,E)-P(jla) - P(M|a)
B,E,M
wiirden wir 2 X 2 x 2 = 8 Terme benotigen.

Aber natiirlich gilt
P(a,j) = P(jla) - P(a)

Da wir P(a) in a) berechnet haben, und P(j|a) gegeben ist, konnen wir direkt berechnen

P(a, j) ~ 0.00252 - 0.9 ~ 0.00227

Die noch fehlende Berechnung von P(j) konnte analog zu a) passieren.
Idee:

Natiirlich gilt auch P(j) = P(j, a)+ P(j, —a), sodaB man anstatt P(j) auch P(j, —a) berechnen kann, und P(a|j) wird dann
direkt als

P(a,j) _ _ P(aj)
PG)  P(@))+P(=a,))

P(alj) =

berechnet.

P(—a, j) kénnen wir aber wieder einfach berechnen als

P(-a,j) = P(jlma)-P(~a)= P(j|~a)-(1—P(a))
~ 0.05-(1—0.00252) = 0.05 - 0.99748 ~ 0.04987

Nun ergibt sich

P(a,j) _ P(a, j) N 0.00227

SR : ~ ~ 0.04353
P(j) P(j,a)+P(j,—~a) 0.00227 + 0.04987

P(alj) =

Durch die zusitzliche Evidenz, da3 John angerufen hat, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da ein Alarm losgangen ist,
ungefihr 17-mal so hoch als ohne diese Evidenz.

Anmerkung 1:

Unsere Ableitung zu Beginn entspricht einfach der Anwendung des Bayes’schen Satzes

P(jla)- P(a)

Pali) = =00

Dieser Satz ist oft niitzlich um eine unbekannte konditionale Wahrscheinlichkeit (P(a|j)) auf eine bekannte (P(j|a)) zuriick-
zufiihren.

Anmerkung 2:

Durch die Ersetzung P(j) = P(j,a) + P(j, —a) sieht man, daB die Verteilung P(A|j) proportional zu P(4, j) ist, oder (siehe
Vorlesung Uncertainty, Folie 22) anders ausgedriickt

P(Alj)=a-P(A,))

Fiir die Praxis heif3t das, daf} es oft einfacher ist, den Nenner im Bayes’schen Satz nicht direkt zu berechnen, sondern als
Summe des Zihlers und seines “Gegenteils” darzustellen.




¢) Nun miissen wir P(alj, e) berechnen.

Die gemeinsame Verteilung 14t sich schon recht schnell nach Schema analog zu a) berechnen, da nun weniger unbekannte
Variablen vorhanden sind (ndmlich nur noch B und M) und wie in a) bereits festgestellt Z v P(M|a) =1 gilt:

P(a,j,e) = Y, > P(e)-P(B)-P(alB,e)- P(jla)- P(M]a)
M B

= P(jla)-P(e)-(ZP(MIa))ZP(B)-P(aIB,e)
M B

= P(jla)-P(e)-1- Y ,P(B)- P(alB,e)
B

= P(jla)-P(e)-(P(b)- P(alb,e)+P(=b)- P(al|=b,e))
= 0.9-0.002-(0.001-0.95+0.999-0.29)
= 0.0018-(0.00095 + 0.28971) ~ 0.000523

Analog zu b) brauchen wir nun entweder P(j, e) oder P(—a, j, e). Wir nehmen letztes und berechnen wie oben

P(-a,j,e) = P(jlma)-P(e)-(P(b)-P(—alb,e)+ P(=b)-P(—a|-b,e))
= 0.05-0.002-(0.001-0.05+0.999-0.71)
= 0.0001 - (0.00005 + 0.70929) ~ 0.000071
‘Wir erhalten nun
P j 0.000523
P(alj,e) = (a,),¢) A ~ 0.88057

P(a,j,e)+P(-a,j,e) 0.000523 +0.000071

Wenn wir wissen, da} John angerufen hat und ein Erdbeben war, konnen wir also zu fast 90% sicher sein, daf3 der Alarm
losgegangen ist.

Zum Vergleich: Wenn wir nur wiissten, dafl ein Erdbeben war (ohne den Anruf von John) ist die Wahrscheinlichkeit, daf3
dabei ein Alarm losgegangen ist nur bei ca. 0.29:

P(ale) = P(ale,b)-P(b)+ P(ale,—b)-P(—b)=0.95-0.001 + 0.29-.999 ~ 0.29




d) Nachdem wir nun erfahren, daB Mary nicht angerufen hat, miissen wir P(ale, j, 7m) berechnen.

Man konnte nun P(a, j,e,—m) und P(—a, j, e, —m) analog zu c) berechnen (geht sogar noch schneller), mit etwas Uberle-
gung kann man aber noch einfacher zum Ziel gelangen. Klarerweise gilt:

P(a,j,e,ﬂm)zP(—'mla,j,e)-P(a,j,e) (2)

Nachdem in jedem Bayes’schen Netz gilt, dal die Belief Function in einem Knoten nur von seiner Markov-Decke (also
den Eltern, den Kindern, und den anderen Eltern der Kinder) abhéngt, und die Markov-Decke fiir M nur aus dem Knoten A
besteht, gilt:

P(—-mla,j,e) = P(—~m|a)

und (2) wird dann zu

P(a,j,e,mm) = P(—m|a)- P(a,j,e) =0.3-0.000523 ~ 0.000157 3)

da wir ja P(a, j,e) = 0.000523 schon in ¢) berechnet haben.
Im letzten Schritt konnten wir einfach dein Teilergebnis von Aufgabe c) wiederverwenden (siehe auch Anmerkung unten).

Analog erhalten wir
P(—a,j,e,mm)= P(—m|—a)- P(—a,j,e) =0.99-0.000071 = 0.000070 “)
und

P(a,j,e,~m) _ 0.000157
P(a,j,e,~m)+P(—a,j,e,~m) 0.000157 + 0.000070

P(alj,e,—m) = ~ 0.6916

Die Tatsache, dal Mary nicht angerufen hat, fiihrt also wieder zu einer leichten Beruhigung, die Wahrscheinlichkeit, daf3 der
Alarm losgegangen ist, ist aber immer noch recht hoch.
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