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Aufgabe 5.1

Ein Patient weil3 folgendes iiber einen bestimmten Krebstest: Falls jemand Krebs hat, ist der Test
in 98% der Fille korrekt. Falls jemand keinen Krebs hat, ist der Test in 97% der Fille korrekt.
Insgesamt haben 0, 8% der gesamten Bevolkerung Krebs.

Der Patient erhélt nun die Nachricht, dal sein Test positiv ist. Was sagt ihm das?

Losungsvorschlag:

Der Patient mochte natiirlich wissen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass er mit der positi-
ven Testvorhersage auch wirklich Krebs hat. Wir kodieren nun folgendes:

e + = Test ist positiv (sagt Krebs vorher)
o — = Test ist negativ (sagt keinen Krebs vorher)
e K = Krebs vorhanden

e —/{ = Krebs nicht vorhanden

Bekannt sind folgende Wahrscheinlichkeiten:

e Pr(K)=0,008 = Pr(—K) = 0,992
(Wahrscheinlichkeit fiir Krebs und keinen Krebs in der gesamten Bevolkerung)

e Pr(+|K)=0,98 = Pr(—|K) =0,02
(Wahrscheinlichkeit, dass der Test positiv ist, wenn jemand Krebs hat & Wahrscheinlich-
keit, dass der Test negativ ist, wenn jemand Krebs hat)
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e Pr(—|-K)=0,97 = Pr(+|-K) = 0,03
(Wahrscheinlichkeit, dass der Test negativ ist, wenn jemand keinen Krebs hat & Wahr-
scheinlichkeit, dass der Test positiv ist, wenn jemand keinen Krebs hat)

Der Patient ist an Pr(/K’|+) interessiert. Wir wenden das Bayes’sche Theorem an und erhalten:
Pr(K|+) = Pr(+K)-Pr(K) /pr(4),

wobei alle Werte bis auf Pr(4) bekannt sind. Diese Wahrscheinlichkeit konnen wir mit dem
Theorem der totalen Wahrscheinlichkeiten berechnen, da sich die Ereignisse K (Krebs vorhan-
den) und - K (Krebs nicht vorhanden) wechselseitig ausschlieen. Das Theorem I46t sich in
unserem Fall wie folgt anwenden:

Pr(+) = Pr(+|K)-Pr(K)+ Pr(+|-K) - Pr(—K)
— 0,98-0,008+ 0,030,992 = 0,0376

Nun konnen wir weiterrechnen:

Pr(K|+) = 0980,008/p0376 = 0, 2085
= Pr(=K|+) = 0,7915

Aufgabe 5.2

Betrachten Sie das Monty-Hall-Problem (auch Ziegenproblem genannt):

Bei einer Spielshow soll der Kandidat eines von drei aufgebauten Toren auswihlen. Hinter einem
verbirgt sich der Gewinn, ein Auto, hinter den anderen beiden jeweils eine Ziege, also Nieten
(oder Trostpreise). Folgender Spielablauf ist immer gleich und den Kandidaten vorab bekannt:
e Der Kandidat wihlt ein Tor aus, welches aber vorerst verschlossen bleibt.
e Daraufhin 6ffnet der Moderator, der die Position des Gewinns kennt, eines der beiden nicht
vom Kandidaten ausgewdhlten Tore, und zwar eines, hinter dem sich eine Ziege befindet.
Im Spiel befinden sich also noch ein Gewinn und eine Niete.
e Der Moderator bietet dem Kandidaten an, seine Entscheidung zu iiberdenken und das an-
dere Tor zu wiihlen.

Wie soll der Kandidat sich entscheiden, um seine Gewinnchance zu maximieren?

Losungsvorschlag:
Eine gute Erkldrung findet sich in der Wikipedia:

http://en.wikipedia.org/wiki/Monty Hall problem
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Aufgabe 5.3

In einer Nuklearfabrik wird ein Alarm ausgeldst, sobald eine Temperaturanzeige einen bestimm-
ten Wert iiberschreitet. Die Temperaturanzeige mifit die Temperatur des Schmelzkernes. Betrach-
ten Sie die folgenden Variablen:

e Alarm (boolesch): wahr, wenn der Alarm ausgelost wird

o Sirene-defekt (boolesch): wahr, wenn das Alarmsystem (d.h. die Sirene) defekt ist

e Angzeige (numerisch): der Wert, der als Temeratur angezeigt wird

e Angzeige-defekt (boolesch): wahr, wenn die Temperaturanzeige defekt ist

e Kerntemperatur (numerisch): die tatsdchliche Temperatur im Schmelzkern

a) Geben Sie ein Bayessches Netz an. Nehmen Sie hierbei an, dafl die Anzeige bei zuneh-
mender Kerntemperatur immer storanfilliger wird.

Losungsvorschlag:

Sirene—defekt

Anzeige—defekt

Kerntemperatur

Y \J

Anzeige

Y

Alarm

b) Nehmen wir an, es gibe nur zwei tatsdchliche und angezeigte Temperaturwerte (nennen
wir sie normal und hoch). Die Wahrscheinlichkeit, da3 die Anzeige korrekt funktioniert
sei 75%, falls sie nicht defekt ist. Falls die Anzeige defekt ist, so arbeitet sie in 30% der
Fille korrekt. Geben Sie die Tabelle der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir Anzeige an.

Losungsvorschlag:
Anzeige Kerntemperatur = normal Kerntemperatur = hoch
Anzeige-defekt = true ‘ Anzeige-defekt = false | Anzeige-defekt =true | Anzeige-defekt = false
Anzeige = normal 0,3 0,75 0,7 0,25
Anzeige = hoch 0,7 0,25 0,3 0,75

¢) Nehmen wir an, die Sirene wiirde korrekt arbeiten, solange sie nicht defekt ist; in diesem
Fall wird nie ein Alarm ausgelost. Geben Sie die Tabelle der bedingten Wahrscheinlich-
keiten fiir Alarm an.

Losungsvorschlag:
Alarm Anzeige = normal Anzeige = hoch
Alarm-defekt = true | Alarm-defekt = false | Alarm-defekt = true | Alarm-defekt = false
Alarm = true 0 0 0 1
Alarm = false 1 1 1 0




d) Nehmen Sie an, dal der Kern in 1% der Fille eine hohe Temperatur hat. Nun wird ein
Alarm ausgeldst, wobei sowohl die Anzeige als auch die Sirene fehlerfrei arbeiten. Au-
Berdem wissen wir, da3 die Wahrscheinlichkeit, dal die Anzeige korrekt arbeitet, 100%
betridgt. Auch die Wahrscheinlichkeit dafiir, da die Sirene korrekt arbeitet ist 100%.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, da3 die Kerntemperatur zu hoch ist.

Losungsvorschlag:

Wir benutzen folgende Abkiirzungen:

K — Kerntemperatur, & — Kerntemperatur=normal, -k — Kerntemperatur=hoch
A — Anzeige, a — Anzeige=normal, ~a — Anzeige=hoch

S — Alarm, s — Alarm=true, —s — Alarm=false

D, — Anzeige-defekt, d, — Anzeige-defekt=true, -d, — Anzeige-defekt=false
D, — Sirene-defekt, d, — Sirene-defekt=true, —~d, — Sirene=false

Wir benutzen die Aufzdhlungsmethode. K ist also unsere Queryvariable und S, D, und
Dy sind die Evidenzvariablen.

e Berechnen wir zunichst den Wert dafiir, da3 die Kerntemperatur normal ist, d.h.
p(k|s, ~ds, —d,). Aus der Struktur des Netzes und damit des Wissens iiber die be-
dingten Unabhéngigkeiten erhalten wir zunéchst:

a- P(k) - P(Alk, ~D,) - P(~D,|k) - P(S|A, ~D,) - P(~D,)

Da die Variablen S, D, und D, gegeben sind (d.h. dies sind unsere Evidenzvariablen)
erhalten wir

Q- P(k> ’ P(A|ka _'da) ’ P(_'da“{:) ’ P(S|A7 _'ds) ’ P(_'ds)

Da die Anzeige zwei Moglichkeiten (normal und hoch) annehmen kann, miissen wir
diese beiden Fille betrachten:
p(k) - plalk, ~da) - p(—dalk) - p(s|a, ~ds) - p(=ds)
o - +
p(k) - p(=alk, =dy) - p(=dalk) - p(s|-a, ~ds) - p(—ds)
Aus den CPT konnen wir die entsprechenden Werte ablesen:

a-(0,99-1-0,75-0-1+0,99-1-0,25-1-1) =« -0,2475

e Analog wird der Wert dafiir berechnet, daf} die Kerntemperatur hoch ist, d.h. p(—k|s, =d, —=d,):
p(=k) - plal=k; ~da) - p(=da| k) - p(s|a, ~d;) - p(—ds)
Q- +
p(=k) - p(mal=k, ~da) - p(=da|=k) - p(s]-a, =ds) - p(—ds)

a-(0,01-1-0,25-0-1+0,01-1-0,75-1-1) =« -0,0075
Somit ergibt sich P(K|s,~ds, ~d,) = a(0,2475;0,0075), durch Normalisieren erhalten

wir (0,9706; 0,0294), d.h. mit einer Wahrscheinlichkeit von knapp 3% ist die Kerntempe-
ratur hoch.



